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Legami tra matematica e musica

▶ intonazione

▶ costruzione di strumenti (meccanica)

▶ notazione

▶ astrazione

▶ produzione del suono (fisica)

▶ ritmo e tempo

▶ melodia

▶ armonia

▶ forma
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Nicomaco di Gerasa: Manuale di armonica, I sec.

[Pitagora] passeggiando nei pressi di una bottega di un fabbro [. . . ] si accorse che la
percussione di diversi martelli sul ferro dell’incudine produceva suoni tra loro armonici
[. . . ] Egli riconobbe in questi suoni la consonanza dell’ottava, la quinta e la quarta.
Ma egli percep̀ı che l’intervallo tra la quarta e la quinta era dissonante, e tuttavia
complementare alla maggiore di queste due consonanze. Euforico, [. . . ] si precipitò
nella bottega del fabbro e trovò attraverso vari esperimenti che la differenza del suono
era dovuta al peso dei martelli e non alla forza dei colpi, né alle forme dei martelli, né
alla omogeneità del ferro lavorato.
[Pitagora] trovò che le corde tese dal peso maggiore, comparandole con quelle tese
dal peso minore, producevano un’ottava. Il peso su una corda era il doppio dell’altra.
Quindi il rapporto di 2:1 produceva l’ottava. Ed ancora trovò che la corda avente
la tensione massima comparata con quella vicina alla corda con tensione minima,
produceva una quinta. In questo modo scopr̀ı che la corda si trovava in rapporto emiolio
[3:2] con la corda sottoposta a tensione massima, lo stesso rapporto che avevano i pesi
corrispondenti.
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Pitagora: “Tutto è numero”
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Alessandro Musesti - Università Cattolica del Sacro Cuore 8/29



La scala pitagorica (maggiore)

nota Do Re Mi Fa Sol La Si Do2

rapporto 1
1

9
8

81
64

4
3

3
2

27
16

243
128

2
1

In questa scala, un semitono non è la metà di un tono:

Semitono: 2
1 : 243

128 = 4
3 : 81

64 = 256
243 = 28

35
Due semitoni:

(
28

35

)2
= 216

310
Tono: 9

8

Tono

Due semitoni
= 9

8 · 310

216
= 312

219
comma pitagorico

Circolo delle quinte - Scala cromatica

Do - Sol - Re - La - Mi - Si - Sol♭ - Re♭ - La♭ - Mi♭ - Si♭ - Fa - Do
Do1 - Sol1 - Re2 - La2 - Mi3 - Si3 - Sol♭4 - Re♭5 - La♭5 - Mi♭6 - Si♭6 - Fa7 - Do8
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Il comma pitagorico

Quindi (
3

2

)12

≈ 27 ⇒ 312 ≈ 219 ⇒ 531441 ≈ 524288

Il rapporto
312

219
=

531441

524288
≈ 1, 01364326

Corrisponde a poco più di 1/9 di un tono attuale.
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La scala naturale

Mira a semplificare i rapporti e a privilegiare le terze maggiori:

nota do re mi fa sol la si do

rapporto 1
1

9
8

5
4

4
3

3
2

5
3

15
8

2
1

La differenza tra la terza pitagorica e la terza naturale è

81

64
:
5

4
=

81

80
≈ 1, 0125 comma sintonico
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Il temperamento di Werckmeister I

Andreas Werckmeister(1645–1706) ha l’idea di “distribuire equamente” il comma pitagorico
lungo alcuni intervalli del circolo delle quinte.

Il suo più famoso temperamento distribuiva il comma pitagorico in parti uguali tra le quinte
Do-Sol, Sol-Re, Re-La, Si-Fa♯.

do♯ re re♯ mi fa fa♯ sol sol♯ la si♭ si

256
243

64
81

√
2 32

27
256
243

4
√
2 4

3
1024
729

8
9

4
√
8 128

81
1024
729

4
√
2 16

9
128
81

4
√
2

Con questa scala gli intervalli tra i semitoni non sono tutti uguali, quindi il cambio di tonalità
cambia anche (leggermente) la scala. Però finalmente è possibile suonare decentemente in
ogni tonalità!
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Altre soluzioni al problema
Se si vogliono mettere d’accordo la quinta e l’ottava, ovvero i rapporti 3/2 e 2, si ha il
problema di quante quinte comporre per ottenere un multiplo dell’ottava, ovvero trovare p, q
tali che (

3

2

)p

= 2q ⇒ p/q = log2(3/2)

Ma si può dimostrare che log2(3/2) non è un numero razionale, quindi andando per quinte
non si raggiungerà mai un multiplo dell’ottava.
Però ci sono delle frazioni che approssimano tale numero meglio di altre:

1,
1

2
,
3

5
,
7

12
,
24

41
,
31

53
, . . .

log2(3/2) = 0, 584962500721 7/12 = 0,583

24/41 = 0,58536 31/53 = 0,5849056603773

La scala con 53 note è stata usata in passato (Nicolaus Mercator, XVII sec.): ci vogliono 31 di
queste note per ottenere una quinta.
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L’attualità: il temperamento equabile

Il numero magico è
21/12 =

12
√
2 ≈ 1, 059463094359

che corrisponde a un semitono.

La composizione di 12 semitoni dà esattamente 2, ovvero l’ottava

do♯ re re♯ mi fa fa♯ sol sol♯ la si♭ si

21/12 21/6 21/4 21/3 25/12
√
2 27/12 22/3 23/4 25/6 211/12
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Confronto fra intonazioni

Da Wikipedia: confronto tra scala pitagorica (verde) e scala temperata (nera)
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Incommensurabilità di
√
2: Ippaso da Metaponto
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Legami tra matematica e musica

▶ intonazione

▶ costruzione di strumenti (meccanica)

▶ notazione

▶ astrazione

▶ produzione del suono (fisica)

▶ ritmo e tempo

▶ melodia

▶ armonia

▶ forma
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1743: la costruzione di Str̊ahle per il liuto

RQ = 12
OR = OQ = 24
QP = 7
MP = PR
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1957: la costruzione di Barbour
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Legami tra matematica e musica

▶ intonazione

▶ costruzione di strumenti (meccanica)

▶ notazione

È una conquista medievale:

Tetragramma (Guido d’Arezzo, XI sec.), Pentagramma (Ugolino da Orvieto, XV sec.)

Cifre arabe (al-Khwārizm̄ı, tradotto nel XII sec., Leonardo Fibonacci XIII sec.)
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Alessandro Musesti - Università Cattolica del Sacro Cuore 21/29



L’onda sonora: intervallo di ottava e di quinta

Alessandro Musesti - Università Cattolica del Sacro Cuore 22/29



Alcuni fatti

▶ Gli strumenti occidentali sono (quasi) tutti monodimensionali: corde, fiati

▶ L’ottava ha senso per le onde monodimensionali

▶ L’onda sinusoidale è privilegiata: equazione dell’elasticità lineare, serie di Fourier

f (x) =
1

2
a0 +

+∞∑
n=1

(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)
an =

1

π

∫ π

−π
f (x) cos(nx) dx , bn =

1

π

∫ π

−π
f (x) sin(nx) dx

▶ Gli strumenti a percussione sono radicalmente diversi
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Strumenti bidimensionali
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Modi bidimensionali

link
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https://www.dmf.unicatt.it/musesti/membrana
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2020: copyright su tutte le melodie possibili?

Damien Riehl & Noah Rubin (allthemusic.info)

812 = 68 719 476 736

Alessandro Musesti - Università Cattolica del Sacro Cuore 27/29

https://www.youtube.com/watch?v=sJtm0MoOgiU
http://allthemusic.info/
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da Do a Do Mi♭ Mi Fa Sol La♭ La Do2

rapporto 1
1

6
5

5
4

4
3

3
2

8
5

5
3

2
1

a

b
,
c

d
→ a+ c

b + d
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Coxeter: un confronto tra teorema e forma-sonata
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Matematica, Cultura e Società. Rivista dell’Unione Matematica Italiana, 7 (2022), pp. 135-158

F. Bellissima, La scala musicale: Una storia tra matematica e filosofia, Carocci 2022
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