QUADERNI DEL DIPARTIMENTO DI SCIENZE
ECONOMICHE E SOCIALI

Alcuni risultati su prodotto di
Hadamard, matrici binarie e sistemi lineari

Mario Faliva — Eugenio Venini

Serie Blu: Metodi quantitativi e Informatica — Quaderno N. 7 Giugno 2003

UNIVERSITA CATTOLICA DEL SACRO CUORE

PIACENZA




| QUADERNI
Possono essere richiesti a:

Dipartimento di Scienze Economiche e Sociali, Universita Cattolica, Via Emilia Parmense 84,
29100 Piacenza tel. 0523 599342. Oppure si puo ottenere una copia dall’area di download del
Dipartimento al seguente indirizzo: http://www.unicatt.it/dipartimenti/ScEcoSoc/default.stm



Alcuni risultati su prodotto di
Hadamard, matrici binarie e sistemi
lineari

Mario Faliva
Istituto di Econometria e Matematica,
Universita Cattolica, sede di Milano

Eugenio Venini
Dipartimento di Scienze Economiche e Sociali,
Universita Cattolica, sede di Piacenza

Sommario

L’articolo, prendendo lo spunto da alcune nozioni cruciali relative
ai prodotti di Hadamard e di Kronecker e dando corpo ad un apparato
analitico mirato per le operazioni con matrici binarie, elabora un’ele-
gante teoria dei sistemi lineari rispetto al prodotto di Hadamard, per-
venendo ad un complesso organico di teoremi per le soluzioni in forma
chiusa che rispecchiano, nel pertinente contesto algebrico, i risultati
cardine dell’analisi canonica dei sistemi lineari.
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1 Introduzione

Questo saggio prende lo spunto da alcune nozioni cruciali sui prodotti speciali
di matrici e sulle matrici binarie e ne estende la portata e le implicazioni
pervenendo a risultati che consentono di dar corpo ad una teoria dei sistemi
lineari formulati in termini del prodotto di Hadamard, articolata in eleganti
teoremi sulle soluzioni in forma compatta che riflettono, in chiave speculare,
gli enunciati classici [3] della teoria dei sistemi lineari formulati in termini
del prodotto convenzionale di matrici.

2 Il prodotto di Hadamard: nozione e pro-
prieta elementari.

Introduciamo qui di seguito le nozioni di base sul prodotto di Hadamard.

Definizione 2.1 Prodotto di Hadamard. Siano date due matrici A = [an)

e B = [a,n], entrambe di ordine (NxM),il prodotto di Hadamard delle due
matrici, che indicheremo con A x B, ¢ definito come la matrice C = [cum),
di ordine (Nx M), data da:

C = [anm g bnm] (21)
(N, M)

Elenchiamo qui di seguito alcune proprieta del prodotto di Hadamard ':

i)
AxB=BxA (2.2)

per A e B matrici arbitrarie dello stesso ordine. Il prodotto di Hadamard
gode quindi della proprieta commutativa.

ii)
(A+B)+C=A+C+Bx*C (2.3)

per A, B, C matrici arbitrarie dello stesso ordine.

Le proprieta elencate si dimostrano, con relativa facilita, partendo dalla definizione
stessa di prodotto di Hadamard [4].

—h

iii)
(A+B)-u=[(AB)*I]-u=[(BA')*1]-u (2.4)

per A e B matrici quadrate arbitrarie dello stesso ordine, u essendo un
vettore le cui componenti sono tutte uguali a uno.

iv)

axb=[(au)xI]-b (2.5)
con a e b vettori arbitrari dello stesso ordine 2.

v)

A=

A xBy Ap By ] (2.6)

Az *By Ay *By
con A e B matrici arbitrarie dello stesso ordine scomposte allo stesso modo.

Definizione 2.2 Matrice unita rispetto al prodotto di Hadamard.
Chiameremo matrice unita rispetto al prodotto di Hadamard una matrice
U tale che per qualsivoglia matrice A delle stesse dimensioni sia verificata
l'uguaglianza:

AxU=A (2.7)

Come é facile verificare U & la matrice i cui elementi sono tutti uguali ad
uno.

3 Prodotto di Kronecker e matrice di traspo-
sizione

Date due matrici A = [a,,] di ordine (NxM) e B = [b,,] di ordine (PxQ),
il prodotto di Kronecker delle due matrici, prodotto che indicheremo con
(A @ B), ¢ definito come la matrice composta C = [¢;;], di ordine (NPxMQ),
data da:

(NF%]Q)z [anm B] (31)

%8i noti che:
(au)+I

@ la matrice diagonale in cui gli elementi della diagonale principale sono costituiti dagli
elementi del vettore a.



Introduciamo ora la nozione di matrice di trasposizione che ci tornera
utile nel seguito.

Definizione 3.1 Matrice di trasposizione. Chiameremo le matrici com-

poste della forma: /
Iv® e1w)

Iy® e’2(N)

= 3.2
(i) (32)

L ® ey
matrici di trasposizione in quanto per A matrice di ordine (Nx M) arbitraria,
vale la relazione:

H - vecA=vecd (3.3)
(MN,MN)

La matrice H consente di trasporre la matrice A espressa nella forma
vettoriale vecA.

Per la dimostrazione della relazione 3.3 sono sufficienti semplici passaggi
che si giustificano in base alle proprieta dell’operatore vec e del prodotto di

Kronecker [2, pp.83-86].

4 Matrici binarie

Introduciamo alcune definizioni [1].

Definizione 4.1 Matrice binaria. Diremo binaria (o booleana) una ma-
trice i cui elementi assumono soltanto i valori zero o uno.

Definizione 4.2 Matrice binaria associata ad una matrice data. Da-
ta una qualswoglia matrice A di ordine (Nx M), chiameremo matrice bina-
ria associata ad A ed indicheremo con A’ la matrice i cui elementi sono
nulli in corrispondenza agli elementi nulli di A e sono uguali ad uno in
corrispondenza agli elementi non nulli di A.

Si noti che, se A e B sono matrici non-negative dello stesso ordine, si ha:

(A* + B’ = (A + B)" (4.1)

Cosi pure se A e B sono matrici non-negative, conformabili per il prodot-
to, si ha:
(A*.B"" = (A.B) (4.2)

Definizione 4.3 Inversa generalizzata riflessiva rispetto al prodotto
di Hadamard. Data una matrice A.di ordine (Nx M) e di rango arbitrario,
chiameremo inversa generalizzata riflessiva rispetto al prodotto di Hadamard,
ed indicheremo con A"~ la matrice di ordine (NxM) i cui elementi sono
nulli in corrispondenza agli elementi nulli di A.e sono uguali ai reciproci dei
corrispondenti elementi di A quando questi ultimi sono diversi da zero.

La matrice A7~ cosi definita soddisfa la coppia di condizioni *:
AxAT-x A=A (4.3)
A= 4w Ax Al = AH- (4.4)

Si noti la seguente relazione notevole fra matrice binaria associata ad una
matrice e inversa generalizzata riflessiva rispetto al prodotto di Hadamard:

AP=A+xAf-=Af-4 A (4.5)

Definizione 4.4 Matrice idempotente rispetto al prodotto di Had-
damard. Chiameremo idempotente rispetto al prodotto di Hadamard (ed
indicheremo in sequito come H-idempotente) una matrice A .tale che:

Ax A=A (4.6)

Teorema 4.1 Condizione necessaria e sufficiente perché una matrice sia
H-idempotente é che sia una matrice binaria.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata e discende dalla definizione
stessa di prodotto di Hadamard e dal fatto che gli unici numeri idempotenti
sono l'uno e lo zero. | |

La matrice A1~ gioca rispetto al prodotto di Hadamard un ruolo analogo a quello che
l'inversa generalizzata di Moore-Penrose gioca rispetto al prodotto tradizionale di matrici.

5



Teorema 4.2 Se la matrice A.é H-idempotente, una possibile scelta del-
la sua inversa generalizzata riflessiva rispetto al prodotto di Hadamard é
costituita dalla matrice stessa.

Dimostrazione. La dimostrazione & banale. Infatti per definizione, se A @&
H-idempotente, si ha
AxAxA=A (4.7)

e quindi A ¢ una possibile scelta di A%~ =

Definizione 4.5 Matrice intersezione di Hadamard. Siano A e B due
matrici binarie dello stesso ordine, definiamo intersezione di Hadamard delle
matrici A e B la matrice binaria C data da:

C=Ax+B (4.8)

Si noti che C ha elementi nulli dove o la matrice A o la matrice B o
entrambe hanno elementi nulli. C ha elementi non nulli (ed uguali all’unita)
solo e soltanto in corrispondenza agli elementi non nulli di entrambe le matrici

A e B.

Definizione 4.6 Matrice binaria complementare. Si A binaria, chia-
miamo matrice binaria complementare ed indichiamo con A la matrice:

A=U-A (4.9)

Definizione 4.7 Matrice unione di Hadamard. Siano A e B due
matrici binarie dello stesso ordine, definiamo unione di Hadamard delle ma-
trici A e B la matrice binaria D data da:

D=U-A+B=A+B-Ax«B (4.10)

Si noti che D ha elementi non-nulli (ed uguali all'unita) in corrispondenza
a ciascun elemento non nullo (ed uguale all'unita) della matrice A oppure
della matrice B.

Si noti altresi la relazione notevole:

A+B-A*B=(A+B) (4.11)

5 Sistemi lineari formulati in termini del pro-
dotto di Hadamard

Per i sistemi lineari formulati in termini di prodotto di Hadamard valgo-
no i seguenti teoremi del tutto simili ai classici teoremi sui sistemi lineari,
formulati in termini di prodotto tradizionale di matrici [3, Cap.2] .

Al fine di poter studiare i sistemi all'oggetto & utile premettere alcuni
teoremi.

Teorema 5.1 A qualsiasi matrice A di ordine (Nx M), é possibile far cor-
rispondere una matrice diagonale ¥, di ordine (NM)x (NM), tale che

l'uguaglianza:
vec (A*xX)=¥, -vec X (5.1)

risulti verificata per X di ordine (Nx M) arbitraria. La matrice W, ¢ espri-
mibile nella forma:

¥, = [(vec A) - ulyy] * Iny (5:2)

Dimostrazione. Osserviamo che per qualsivoglia coppia di matrici A e X
dello stesso ordine si ha:

vec (A * X) = vec A xvec X (5.3)



e che la matrice diagonale avente per elementi diagonali gli elementi di un
generico vettore v & esprimibile nella forma:

(vou)+I (5.4)

con u e I dello stesso ordine di v.
Tenuto conto di quanto sopra detto, un semplice computo permette di veri-

ficare I'uguaglianza:
vec(A x X) = {[(vec A) - ujyy] * Inu} - vecX (5.5)

La matrice [(vec A)-u'] ¥ I, coincidente con la 5.2 & diagonale per

costruzione. ]

Teorema 5.2 Se ¥ ¢ la matrice diagonale corrispondente alla matrice A
del teorema precedente e H ¢é la matrice di trasposizione, di cui alla 3.2,
dell’ordine appropriato, allora H ¥ H ¢ la matrice diagonale corrispondente
alla matrice A'.

Dimostrazione. Grazie alla proprieta del prodotto di Hadamard (cfr .§2),
alle proprieta della matrice di trasposizione H (cfr. §3) ed al teorema prece-
dente, con semplici passaggi, si verifica come:

vec (A X) = vec (A*X') = (5.6)
=H: -vec(A*X)=H ¥ .veceX'=H¥YH - vecX

Confrontando il primo e I'ultimo membro della 5.6 risulta verificato I'enun-

ciato del teorema ?.
=

Teorema 5.3 Se ¥ ¢ la matrice diagonale corrispondente alla matrice A, ai
sensi del Teorema 5.1, allora la matrice diagonale corrispondente alla matrice
AH- ¢ linversa generalizzata di Moore-Penrose, ¥+, della matrice W.

48i osservi che qualora A sia simmetrica sussiste per ¥ la relazione notevole:

HYH=%

Dimostrazione. L'inversa generalizzata riflessiva, rispetto al prodotto di
Hadamard, A"~ &, come & noto, la matrice i cui elementi sono nulli in cor-
rispondenza degli elementi nulli di A, e sono i reciproci dei corrispondenti
elementi di A, quando questi ultimi sono diversi da zero. Pertanto la matrice
diagonale

® = [(vec A7) upy] * Iun (5.7)

é tale che i suoi elementi diagonali sono pari a zero, se zero ¢ il corrispondente
elemento diagonale di W, e pari ai reciproci dei corrispondenti elementi di
¥ quando i corrispondenti elementi diagonali di ¥ sono diversi da zero.
Essendo ¥ diagonale, la matrice @ si identifica con I'inversa generalizzata di
Moore-Penrose di ¥. In simboli:

$=ut (5.8)

Nel caso in cui la matrice A sia binaria, dall’'uguaglianza:

A=AH- (5.9)
consegue l'uguaglianza:
U =gt (5.10)
In particolare per:
A= UNU;V, = UNM (5.11)
si ha:
U ="0" = Iy (5.12)
]

Teorema 5.4 Siano ¥ e ¥ le matrici diagonali corrispondenti alle matrici
A e A~ ai sensi dei Teoremi 5.1 e 5.3, il prodotto ¥* . ¥ = U . U+ ¢ [g
matrice diagonale idempotente corrispondente alla matrice binaria A®.

Dimostrazione. Dai teoremi precedenti sappiamo che:

TPt veeX=T- vec (X*xAM) = (5.13)
= vec (X*x A x A) = vec (X xA?)
[

Fatte queste premesse possiamo passare al gruppo di teoremi pin stretta-
mente pertinenti i sistemi lineari.



Teorema 5.5 Sia A una matrice, una soluzione generale del sistema lineare

omogeneo:
AxX=0 (5.14)

¢ data da:
X=(U-AY+2Z (5.15)

con Z matrice delle stesse dimensioni di X.

Dimostrazione. Per il Teorema 5.1 la 5.14 pud essere scritta:
¥.vecX =0 (5.16)
Come & noto [3], una soluzione generale del sistema lineare 5.16 & data da:
vec X =(I-¥" ). vec Z (5.17)
con Z matrice arbitraria delle stesse dimensioni di X. Scegliendo:
e A (5.18)
e ricordando il Teorema 5.4, abbiamo quindi:
(I—¥* W) vec Z = vec [(U — A®) x Z] (5.19)

ed il teorema ¢ pertanto dimostrato. ™

Teorema 5.6 Siano A e B due matrici note, il sistema lineare non-omogeneo:

AxX=B (5.20)
¢ consistente se e solo se é verificata la condizione:

A*+B=B (5.21)
Posto che valga la 5.21, una soluzione particolare del sistema 5.20 ¢ data da:

X=AdSR (5.22)
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Dimostrazione. Per la dimostrazione si ricorre all’equivalenza formale del
sistema 5.20 col sistema:

W. vec X =vec B (5.23)

Partendo dalla condizione di consistenza del sistema 5.23 [3] ci si puo ri-
condurre, come ¢ agevole verificare, alla condizione 5.21 dell’enunciato del
teorema. Alla luce della relazione notevole (cfr. la 4.5):

AP = A« AP~ (5.24)
la 5.21 si puo riformulare come:
AxA"+«+B=B (5.25)

da cui si evince come la 5.22 rappresenti una soluzione del sistema 5.20. m

Teorema 5.7 Siano A e B due matrici note dello stesso ordine, se il sistema

lineare non-omogeneo:
AxX=B (5.26)

¢ consistente, la sua soluzione generale puo essere espressa nella forma:
X=A"+«B+(U-AY+2Z (5.27)

con Z matrice arbitraria delle stesse dimensioni di X.

Dimostrazione. Si ricorre al solito, all’equivalenza formale fra il sistema
5.26 ed il sistema:

¥.vec X =vec B (5.28)
Ci riconduciamo quindi alla ben nota espressione della soluzione generale di
un sistema lineare non omogeneo standard della forma 5.28 [3]. Avvalendosi
infine dei teoremi precedenti, con semplici passaggi ci si riconduce alla 5.27
dell’enunciato del teorema. =

Risultano cosi provati i teoremi per la soluzione dei sistemi lineari formu-
lati in termini del prodotto di Hadamard.
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